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Теоретически исследованы свойства квазидвумерной экситон-поляритонной системы, локализо-
ванной в круглой микрорезонаторной мезе, в условиях резонансного фотовозбуждения. Предска-
зано, что при возбуждении нескольких подуровней размерного квантования происходит серия пе-
реходов от стационарных к автоколебательным и далее хаотическим состояниям. Переход от ста-
ционарных состояний к автоколебаниям сопровождается понижением вращательной симметрии
до дискретной, а в хаотической области пространственная симметрия исчезает полностью. В спи-
норной поляритонной системе аналогичные явления приводят к поляризационному хаосу.
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ВВЕДЕНИЕ

Квазидвумерные экситонные поляритоны –
бозонные квазичастицы, возникающие в по-
лупроводниковом микрорезонаторе благодаря
сильной экситон-фотонной связи [1–3]. Со-
стояние поляритонной системы, возбуждаемой
резонансной лазерной накачкой, является мак-
роскопически когерентным [4, 5]. Благодаря
нелинейности, вызванной взаимодействием
поляритонов, возникает явление мультистабиль-
ности, когда при одинаковых внешних условиях
в отклике системы возможны несколько раз-
личных устойчивых стационарных состояний
[6, 7, 8]. В последнее время определенный
интерес вызывает вопрос о реализации в по-
ляритонной системе нестационарных (авто-
колебательных или хаотических) состояний.
Согласно [9], для достижения автоколебаний
можно использовать латерально ограниченный
резонатор с дискретным спектром энергии, в
котором под действием непрерывной лазерной
накачки возбуждается сразу несколько уровней
размерного квантования поляритонов. Причина
перехода к автоколебаниям в этом случае доста-
точно нетривиальна, поскольку изначально все
фотовозбуждаемые моды осциллируют на общей

вынужденной частоте, совпадающей с частотой
внешнего поля, и только по причине нелиней-
ности система может оказаться неустойчивой
относительно рассеяния в новые состояния с
отличными частотами. Известно также, что авто-
колебания могут возникать благодаря внешнему
эффекту Джозефсона в туннельно связанных
поляритонных конденсатах [10, 11] или в услови-
ях пониженной вращательной симметрии [12].
Кроме того, в качестве причины возникновения
автоколебаний может выступать взаимодействие
между спиновыми компонентами поляритонов
[13, 14].

В настоящей работе установлено, что при воз-
буждении нескольких уровней размерного кван-
тования в латерально ограниченной поляритон-
ной системе помимо стационарных (мультиста-
бильных) и нестационарных автоколебательных
состояний существуют также хаотические режи-
мы. Ранее было предсказано, что в спинорной си-
стеме переход к хаосу возможен, если констан-
та линейной связи спиновых компонент более
чем в четыре раза превышает коэффициент за-
тухания [7]. Реализовать это условие на практи-
ке довольно трудно по крайней мере для совре-
менных образцов на основе GaAs. Система, кото-
рая рассматривается в данной работе – круглый
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резонаторный микростолбик диаметром около
10 мкм – не предполагает никаких специальных
условий для спиновых степеней свободы конден-
сата. Причиной возникновения динамического
хаоса в рассмотренном случае является неустой-
чивость стационарного состояния, обладающего
непрерывной вращательной симметрией, отно-
сительно рассеяния поляритонов в новые низко-
симметричные пространственные моды.

МОДЕЛЬ И ЛИНЕЙНЫЙ РЕЖИМ

Динамика квазидвумерной поляритонной си-
стемы описывается с помощью макроскопиче-
ской волновой функция Ψ

(︀
r, t

)︀
, удовлетворя-

ющей модифицированному уравнению Гросса–
Питаевского

iℏ
∂Ψ

∂t
= (ÊLP +U (r)− iγ)Ψ+V |Ψ|2Ψ+ f e−iEpt/ℏ. (1)

Здесь ÊLP ≈ ELP (k = 0) − ℏ2∇2

2Mpol
– закон дисперсии

нижней поляритонной ветви, который мы счита-
ем параболическим в окрестности нулевого пла-
нарного волнового числа, γ – коэффициент за-
тухания, f и Ep – амплитуда и частота внешней
накачки, V – константа парного взаимодействия.
Потенциал U (r < R) = 0 и U (r > R) = ∞ соответ-
ствует идеальной круглой мезе радиуса R.

Уравнение (1) совпадает с обычным уравне-
нием Шредингера в пределе нулевых значений
V, f , γ. В этом случае собственные состояния и
энергии описываются известными выражениями

ψm,n = Jm

(︁
κm,nr

R

)︁
eimϕ, (2)

Em,n = ELP (k = 0) +
ℏ2κ2

m,n

2MpolR2 . (3)

Здесь Jm – функция Бесселя первого рода поряд-
ка m, а κm,n – n-й нуль этой функции. Собствен-
ные состояния (2) могут быть использованы в ка-
честве базиса для разложения произвольного ре-
шения уравнения (1):

Ψ
(︀
r, t

)︀
=
∑︁
m,n

Am,nCm,n (t)ψm,n
(︀
r
)︀
, (4)

где Cm,n (t) – зависящие от времени амплитуды,
а Am,n = 1/Jm+1

(︀
κm,n

)︀
– нормировочные коэф-

фициенты, выбранные для удобства так, чтобы
усредненное по площади микростолбика значе-
ние синего сдвига ∆E = ⟨V

⃒⃒
Ψ
(︀
r, t

)︀⃒⃒2
⟩ принимало

вид

∆E = V
∑︁
m,n

⃒⃒
Cm,n

⃒⃒2
. (5)

Подставив (4) в (1), можно перейти от уравне-
ния в частных производных (1) к системе уравне-
ний для амплитуд Cm,n (t):

iℏ
dCm,n

dt
=
(︀
Em,n − iγ

)︀
Cm,n + fm,ne−iEpt/ℏ+

+
∑︁

m1,m2,m3
n1,n2,n3

(︂
m1,m2,m3,m
n1, n2, n3, n

)︂
C*m3,n3

Cm2,n2Cm1,n1 , (6)

где

fm,n = δm,0
2 f
κm,n
, (7)

(︂
m1,m2,m3,m4
n1, n2, n3, n4

)︂
= 2Vδm1+m2,m3+m4×

×

∫︁ 1

0
dxxJm1,n1(x)Jm2,n2(x)Jm3,n3(x)Jm4,n4(x), (8)

Jm,n (x) = Jm
(︀
κm,nx

)︀
/Jm+1

(︀
κm,n

)︀
. (9)

Формально система (6) содержит бесконечное
число уравнений. Однако при наличии в поля-
ритонной системе хорошо определенных (изо-
лированных) собственных уровней, задаваемых
формулой (4), можно возбудить только неболь-
шое число состояний вблизи уровня накачки Ep.
Для этого необходимо, чтобы промежутки меж-
ду уровнями размерного квантования ∆E значи-
тельно превосходили их спектральную ширину γ.

Согласно (4) ∆E определяется массой поляри-
тона Mpol и радиусом мезы R. Мы рассматриваем
резонатор на основе GaAs с мезой радиуса R =
= 5 мкм. Масса поляритона составляет Mpol =

= 2E/ϵc2, где E – численно совпадающие энергии
фотона и экситона при k = 0, ϵ = 12 – диэлектри-
ческая проницаемость. Коэффициент затухания
γ = 0.05 мэВ соответствует характерной доброт-
ности современных микрорезонаторов на осно-
ве GaAs. Константа взаимодействия V считается
равной единице и, следовательно, величина |Ψ|2

имеет размерность энергии.
Выбранные параметры обеспечивают мини-

мальный промежуток ∆Emin ≈ 0.5 мэВ для фо-
товозбуждаемых уровней с m = 0, что на поря-
док превосходит ширину линии γ. Согласно (6)
и (7), состояния с m ̸= 0 не возбуждаются напря-
мую накачкой, поэтому стационарные решения
обладают непрерывной вращательной симметри-
ей. Таким образом, в линейном режиме, когда
можно пренебречь взаимодействием полярито-
нов, должны наблюдаться резонансы при совпа-
дении энергии накачки Ep с собственными уров-
нями E0,n. При этом в пространственном распре-
делении должен доминировать профиль соответ-
ствующей собственной функции ψ0,n (r) , где ра-
диальное квантовое число n равно числу нулей
ψ0,n (r).
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Рис. 1. Линейный режим. Серия расчетов, где каж-
дая точка соответствует установившейся интенсивно-
сти поля |Ψ|2, усредненной по площади микростолби-
ка, в зависимости от положения уровня Ep (а). Верти-
кальными пунктирными линиями отмечены положе-
ния собственных уровней размерного квантования с
m = 0, штрихпунктирной линией отмечен уровень на-
качки Ep = E⋆, который будет использован в дальней-
ших нелинейных расчетах. Пространственные про-
фили |Ψ|2 соответствующие резонансным значениям
Ep (б, в, г).

Для иллюстрации линейного отклика системы
на внешнее поле была проведена серия расче-
тов на основе уравнения (1), результаты кото-
рых представлены на рис. 1. На рис. 1а показа-
ны установившиеся значения интенсивности по-
ля |Ψ|2, усредненные по площади микростолби-
ка, в зависимости от положения уровня накач-
ки Ep. Амплитуда | f | выбиралась достаточно ма-
лой, чтобы исключить нелинейность. Как видно,
в системе действительно наблюдаются резонан-
сы на частотах, соответствующих уровням раз-
мерного квантования с m = 0. На рис. 1б – 1г при-
ведены пространственные профили |Ψ (r)|2 при
Ep = E0,1, E0,2, E0,3 соответственно. Как и ожида-
лось во всех трех случаях наблюдается полная
вращательная симметрия.

При увеличении амплитуды накачки | f | стано-
вится существенным взаимодействие полярито-
нов. Как видно из формулы (8), при поляритон-
поляритонном рассеянии сохраняется значение
суммарного «магнитного» квантового числа m1 +
+m2 = m3 + m4. Этот факт является следствием
круговой симметрии задачи. С другой стороны,
в системе отсутствует закон сохранения, огра-

ничивающий изменение радиального квантово-
го числа n. Более низкая симметрия исследуе-
мой системы, в частности, отсутствие трансляци-
онной инвариантности, значительно усложняет
анализ эффектов параметрического рассеяния по
сравнению с однородным случаем, где были воз-
можны только прямые двухчастичные процессы
параметрического рассеяния, явно сохраняющие
импульс.

ПЕРЕХОД К ХАОСУ
Как и в случае простой однородной бистабиль-

ной системы, конденсат (макрозаполненная фо-
товозбуждаемая мода) теряет устойчивость при
увеличении амплитуды накачки до определен-
ного критического значения | fcr|. Это приводит
к резкому увеличению амплитуды конденсата и
переходу системы в новое состояние. Однако в
отличие от однородного случая, накачка теперь
возбуждает одновременно несколько собствен-
ных мод, поэтому по мере роста ее амплитуды
наблюдается последовательность неравновесных
переходов, в результате каждого из которых из-
меняются направления параметрического рассе-
яния. После первого скачка фотовозбуждаемая
мода теряет устойчивость относительно рассея-
ния в новые пространственные моды с четны-
ми значениями m. Заселение этих мод сопро-
вождается появлением автоколебаний, при этом
вращательная симметрия решения понижается
до дискретной. В свою очередь, возникшее со-
стояние оказывается неустойчивым относитель-
но рассеяния в моды с нечетными m, что в итоге
приводит к пространственно-временному хаосу.

На рис. 2 показаны численные решения урав-
нения (1) в нелинейном режиме. В расчетах ин-
тенсивность внешнего поля изменяется от нуля
до | f |2 ≈ 3.5| fcr|

2 в течение 100 пс при времени
жизни поляритона τ = ℏ/γ ≈ 13.2 пс. На рис. 2а
показана динамика усредненной по площади
микростолбика интенсивности поля ⟨

⃒⃒
Ψ
(︀
r, t

)︀⃒⃒2
⟩.

Плавное изменение амплитуды накачки приво-
дит систему к скачку |Ψ|2, при котором фактиче-
ски оказывается усиленной мода m = 0, n = 3,
ближайшая к Ep согласно рис. 1. Расчет пока-
зывает, что такое состояние неустойчиво относи-
тельно рассеяния в моды с четными m, которые
обнаруживают экспоненциальный рост. В част-
ности, первой начинает возрастать мода m = 2,
n = 2, невозмущенный уровень энергии которой
находится ближе всего к Ep по сравнению со все-
ми другими модами m ̸= 0. Примерно за сто пи-
косекунд населенность моды m = 2, n = 2 срав-
нивается с населенностью основной моды m = 0,
n = 3. Затем происходит еще один скачок интен-
сивности, а в спектре появляются новые частоты,
отличные от Ep (рис. 2б). В новом состоянии по-
мимо m = 0, n = 3 и m = 2, n = 2 также оказывает-
ся населено множество мод с четными m, а в про-
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Рис. 2. Динамика скалярной поляритонной системы.
Интенсивность накачки ≈3.5| fcr|

2, уровень энергии
накачки Ep = E⋆ (см. рис. 1). Зависимость от време-
ни интенсивности поля |Ψ|2, усредненной по площади
микростолбика (а). Детализированные области регу-
лярных автоколебаний и динамического хаоса (б, в).

странственном распределении образуется упоря-
доченная структура с пониженной вращательной
симметрией C2 (рис. 3б).

Автоколебательное состояние системы
неустойчиво относительно параметрического
рассеяния в моды с нечетными m. Экспонен-
циальный рост этих мод продолжается около
500 пикосекунд, до тех пор, пока интегральные
населенности мод с четными и нечетными m не
оказываются сопоставимыми. В итоге устанавли-
вается состояние пространственно-временного
хаоса (рис. 2в и рис. 3с).

Таким образом, мы обнаружили, что переход от
регулярных автоколебаний к хаосу связан с па-
раметрическим рассеянием в моды с нечетными
значениями m. Аналогичные процессы наблюда-
ются при | f |2 > 2.5| fcr|

2. Однако если интенсив-
ность накачки особенно велика

(︀
| f |2 > 4.5| fcr|

2)︀ ,
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Рис. 3. Пространственное распределение интенсив-
ности поля |Ψ (x, y)|2 в различные моменты време-
ни, соответствующие динамике на рис. 2. Состояние
с полной вращательной симметрией (t ≈ 190 пс) (а).
Переход к автоколебаниям, понижение симметрии до
C2 (t ≈ 500 пс) (б). Пространственно-временной хаос
(t ≈ 1280 пс) (в).

отстройка частоты возбуждения полностью ком-
пенсируется синим сдвигом для каждого из трех
фотовозбуждаемых уровней, представленных на
рис. 1а. По аналогии с простой бистабильностью,
такое состояние системы является стационар-
ным и устойчивым. Переход между стационар-
ными состояниями, опосредованный динамиче-
ским хаосом, ранее был рассмотрен в работе [15],
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где показано, что наличие хаотической фазы
приводит к возможности реализации двусторон-
них спиновых переключений.

СПИНОВЫЙ ХАОС
До сих пор мы не учитывали спиновые степе-

ни свободы, предполагая, что внешнее поле цир-
кулярно поляризовано и возбуждает только од-
ну спиновую компоненту. Однако если накачка
имеет произвольную эллиптическую поляриза-
цию, в системе возбуждаются обе спиновые ком-
поненты Ψ±. В простейшем приближении мож-
но считать, что они независимы. В реальных си-
стемах спиновые компоненты поляритонов мо-
гут быть линейно связаны из-за расщепления
собственных мод с ортогонально-линейными по-
ляризациями, вызванного, например, механиче-
ским напряжением в плоскости резонатора. В та-
ких условиях при возбуждении линейно поляри-
зованным светом наблюдается нарушение спи-
новой симметрии, сопровождающееся появле-
нием высокой степени циркулярной поляриза-
ции излучения резонатора [16], что вызывает ин-
терес в контексте создания компактных оптиче-
ских устройств с управляемой поляризацией. От-
метим, что аналогичные эффекты наблюдаются
также в инжекционных лазерах на основе мик-
рорезонаторов AlAs/AlGaAs, где удается добить-
ся высокой степени циркулярной поляризации в
широком диапазоне температур благодаря моду-
ляции хиральной структуры на верхнем брэггов-
ском зеркале [17, 18].

В теоретических работах [13, 14] было предска-
зано возникновение поляритонного хаоса в ситу-
ации, когда константа линейной спиновой свя-
зи более чем вчетверо превосходит коэффициент
затухания γ. Поскольку, как мы выяснили, в лате-
рально ограниченной системе хаос может возни-
кать даже в чисто скалярном (бесспиновом) слу-
чае, следует ожидать, что в спинорной системе
также будет наблюдаться динамический хаос, в
том числе поляризационный, независимо от со-
отношения между коэффициентом затухания и
константой спиновой связи.

На рис. 4 изображено пространственное рас-
пределение степени циркулярной поляризации

ρc =
|Ψ+(⃗r)|2−|Ψ−(⃗r)|2

|Ψ+(⃗r)|2+|Ψ−(⃗r)|2
после нарушения исходной

вращательной симметрии. Изначально система
возбуждалась линейно поляризованным светом
в условиях, аналогичных ранее рассмотренной
скалярной задаче. В расчетах использовалась ма-
лая по сравнению с коэффициентом затухания
константа спиновой связи gL = 0.2γ = 0.01 мэВ.

Основные этапы эволюции системы аналогич-
ны описанным ранее: рассеяние фотовозбужда-
емой моды в состояния с четными m и переход
к автоколебаниям, новый распад на состояния
с нечетными m и переход к хаосу. Несмотря на
то, что исходная модель симметрична по спину,

ρc
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Рис. 4. Распределение степени циркулярной по-
ляризации в спинорной системе. Автоколебания
(t = 500 пс) (а). Пространственно-временной хаос
(t = 1450 пс) (б). Параметры: f+ = f−, gL = 0.2γ.

а константа спиновой связи gL заметно меньше
коэффициента затухания γ, уже при переходе к
автоколебаниям спиновая симметрия нарушает-
ся. В пространственном распределении возника-
ют чередующиеся упорядоченные области с ρc ≈
≈ ±1 (рис. 4а). Свойства таких решений зависят
от амплитуды накачки и величины gL. На следу-
ющем этапе, когда развивается неустойчивость,
связанная с рассеянием поляритонов в моды с
нечетными m, в пространственном распределе-
нии наблюдается неупорядоченная поляризаци-
онная структура (рис. 4б), хаотически изменяю-
щаяся во времени. В этом случае даже усреднен-
ное по площади микростолбика значение степе-
ни циркулярной поляризации ρc отлично от ну-
ля и нерегулярно изменяется с амплитудой око-
ло 0.4.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, мы продемонстрировали, что

в оптическом отклике латерально ограниченной
поляритонной системы с дискретным спектром
энергии помимо устойчивых стационарных со-
стояний могут наблюдаться также автоколеба-
тельные и хаотические режимы. Причиной воз-
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никновения нестационарных состояний являет-
ся неустойчивость конденсата относительно па-
раметрического рассеяния в низкосимметрич-
ные моды. В отличие от однородной бистабиль-
ной системы, где параметрическое рассеяние при
фотовозбуждении около k = 0 является толь-
ко переходным процессом и фактически опосре-
дует скачок на верхнюю ветвь устойчивости, в
рассмотренном случае конденсат оказывается в
состоянии автоколебаний или хаоса в широком
диапазоне амплитуд строго непрерывной накач-
ки.

Мы нашли, что распад фотовозбуждаемой мо-
ды осуществляется последовательным образом:
сначала на состояния с четными m, что приводит
к автоколебаниям, а затем на состояния с нечет-
ными m, что приводит к хаосу. Данный переход
не предполагает каких-либо ограничений на ха-
рактер связи спиновых компонент и реализует-
ся даже в скалярной системе. Это обстоятельство
отличает рассмотренный случай от альтернатив-
ной модели [14], где для перехода к хаосу в отсут-
ствие латеральной неоднородности было необхо-
димо достаточно сильное взаимодействие проти-
вонаправленных спинов. Новый сценарий пере-
хода требует только наличия дискретной струк-
туры уровней размерного квантования, при этом
учет спиновых степеней свободы автоматически
приводит и к поляризационному хаосу.

Работа выполнена при поддержке гранта Рос-
сийского научного фонда № 23-22-00455.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Weisbuch C., Nishioka M., Ishikawa A., Arakawa Y. //
Phys. Rev. Lett. 1992. V. 69. No. 23. P. 3314

2. Kavokin A.V., Baumberg J.J., Malpuech G., Laussy P.
Microcavities. NY.: Oxford University Press, 2017.

3. Yamamoto Y., Tassone T., Cao H. Semiconductor
cavity quantum electrodynamics. Berlin: Springer,
2000.

4. Елесин В.Ф., Копаев Ю.В. // ЖЭТФ. 1973. Т. 63.
№ 4. С. 1447; Elesin V.F., Kopaev Yu.V. // JETP.
1973. V. 36. No. 4. P. 767.

5. Келдыш Л.В. // УФН. 2017. Т. 187. № 11. 1273;
Keldysh L.V. // Phys. Usp. 2017. V. 60. No. 11.
P. 1180.

6. Baas A., Karr J.Ph., Eleuch H., Giacobino E. // Phys.
Rev. A. 2004. V. 69. No. 2. Art. No. 023809.

7. Гаврилов С.С. // УФН. 2020. Т. 190. № 2. С. 137;
Gavrilov S.S. // Phys. Usp. 2020. V. 63. No. 2. P. 123.

8. Gavrilov S.S. // Phys. Rev. B. 2014. V. 90. No. 12. Art.
No. 205303.

9. Leblanc C., Malpuech G., Solnyshkov D.D. // Phys.
Rev. B. 2020. V. 101. No. 11. Art. No. 115418.

10. Sarchi D., Carusotto I., Wouters M., Savona V. // Phys.
Rev. B. 2007. V. 77. No. 12. Art. No. 125324.

11. Solnyshkov D.D., Johne R., Shelykh I.A., Malpu-
ech G. // Phys. Rev. B. 2009. V. 8. No. 23.
Art. No. 235303.

12. Gavrilov S.S. // Phys. Rev. B. 2021. V. 103. No 18. Art.
No. 184304.

13. Gavrilov S.S. // Phys. Rev. B. 2016. V. 94. No. 19. Art.
No. 195310.

14. Gavrilov S.S. // Phys. Rev. B. 2022. V. 106. No. 4. Art.
No. 045304.

15. Гаврилов С.С., Ипатов Н.Н., Кулаковский В.Д. //
Письма в ЖЭТФ. 2023. Т. 118. № 9. С. 649; Gavri-
lov S.S., Ipatov N.N., Kulakovskii V.D. // JETP Lett.
2023. V. 118. No. 9. P. 637.

16. Gavrilov S.S., Sekretenko A.V., Novikov S.I. et al. //
Appl. Phys. Lett. 2013. V. 102. No. 1. Art. No. 011104.

17. Максимов А.А., Филатов Е.В., Тартаков-
ский И.И. // Изв. РАН. Сер. физ. 2021. T. 85.
№ 2. С. 241; Maksimov A.A., Filatov E.V., Tartakov-
skii I.I. // Bull. Russ. Acad. Sci. Phys. 2021 V. 85.
No. 2. P. 176.

18. Максимов А.А., Филатов Е.В., Тартаков-
ский И.И. // Изв. РАН. Сер. физ. 2022. T. 86.
№ 4. C. 494; Maksimov A.A., Filatov E.V., Tartakov-
skii I.I. // Bull. Russ. Acad. Sci. Phys. 2022. V. 86.
No. 4. P. 404.

Self-oscillatory and chaotic states of a polariton system

in a size-quantized cavity micropillar

N. N. Ipatov*, S. S. Gavrilov

Osipyan Institute of Solid-State Physics of the Russian Academy of Sciences, Chernogolovka, 142432 Russia
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Theoretical study is performed of a quasi-two-dimensional exciton-polariton system localized in a circular
microcavity mesa under the conditions of resonant photoexcitation. It is predicted that in a case when
several size-quantized sublevels are excited, a series of transitions occurs from stationary to self-oscillatory
and further to chaotic states. The transition from stationary states to oscillations is accompanied by a
lowering of the rotational symmetry down to a discrete one, whereas in the chaotic region the spatial
symmetry disappears completely. In a spinor system, analogous phenomena result in polarization chaos.

Keywords: exciton polaritons, Bose-Einstein condensate, self-oscillations, dynamical chaos
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